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Рассматривается вопрос о локальной динамике логистического уравнения
с быстро осциллирующим периодическим по времени кусочно-постоянным ко-
эффициентом запаздывания. Показано, что усредненным уравнением является
логистическое уравнение с двумя запаздываниями. Получен критерий устой-
чивости состояния равновесия. Рассмотрен вопрос о динамических свойствах
исходного уравнения при условии, когда в усредненном уравнении реализу-
ется критический случай в задаче об устойчивости стационара. Установлено,
что при увеличении частоты колебаний коэффициента запаздывания может
происходить неограниченный процесс «рождения» и «гибели» установленных
режимов.
1. Рассматривается логистическое уравнение с запаздыванием
u˙ = r[1− u(t− T )]u (r > 0, T > 0). (1)
Функция u(t) положительна. Отметим, что исследованию этого уравнения посвяще-
на значительная литература (см., например, библиографию в [1]). Здесь будут рас-
смотрены вопросы, связанные с применением известного [2] принципа усреднения.
Для уравнений с запаздыванием принцип усреднения по переменной t применялся
в [3, 4].
1Работа выполнена при поддержке проекта № 984 в рамках базовой части государственного
задания на НИР ЯрГУ.
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Здесь будем предполагать, что коэффициент r является постоянной величиной,
а коэффициент запаздывания T в (1) быстро осциллирует по времени:
T = T0 + af(ωt), ω  1, a > 0, f(τ) = sign(sin τ). (2)
Усредненное уравнение в этом случае имеет вид
v˙ = r
[
1− 1
2
(
v(t− h1) + v(t− h2)
)]
v (3)
и представляет собой частный случай учета возрастных групп в уравнении Хатчин-
сона (см. [5]). Здесь h1 = T0 − a, h2 = T0 + a. Условием корректности уравнения (3)
является неравенство
a < T0.
Сначала определим область устойчивости состояния равновесия u0 ≡ 1 урав-
нения (1) при условии (2). Для этого выпишем уравнение (3), линеаризованное на
этом состоянии равновесия
v˙ = −r
2
[
v(t− h1) + v(t− h2)
]
,
и соответствующий ему характеристический квазиполином
λ = −r
2
[
exp(−λh1) + exp(−λh2)
]
. (4)
При условии
r <
pi
2T0 cos
api
2T0
(5)
все корни (4) имеют отрицательные вещественные части, в случае равенства в (5)
уравнение (4) имеет пару чисто мнимых корней ±ipi/(2T0), а при выполнении в
(5) противоположного (строгого) неравенства существует корень с положительной
вещественной частью. Отметим, что при постоянных r и T условие устойчивости
состояния равновесия u0 формулируется в виде неравенства rT < pi/2. Тем самым,
область устойчивости состояния равновесия u0 расширяется при наличии быстрых
осцилляций по t.
2. Рассмотрим затем вопрос об устойчивости решений линеаризованного на u0
уравнения (1) при условии (2)
u˙ = −ru(t− T0 − af(ωt)), (6)
в критических случаях, когда
r =
pi
2T0 cos
api
2T0
. (7)
В [6] разработан алгоритм исследования устойчивости в критических случаях
в задачах с быстро осциллирующими по времени коэффициентами. На основе это-
го алгоритма получим асимптотику наибольшего характеристического показателя
линеаризованного уравнения.
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Для этого будем искать решения уравнения (6), отвечающие наибольшему ха-
рактеристическому показателю, в виде
u(t, ω) =
(
1 + ω−1V1(ωt) + . . .
)
exp
[(
i
pi
2T0
+ λ1(ω)ω
−1 + . . .
)
t
]
. (8)
Считаем, что Vj(τ) – периодичны и имеют нулевое среднее (τ = ωt).
Подставим (8) в (6) и будем приравнивать коэффициенты при одинаковых сте-
пенях ω−1, на первом шаге при ω0 получаем уравнение относительно функции V1(τ)
dV1
dτ
+ i
pi
2T0
= ri exp
[
− api
2T0
if(τ)
]
.
Интегрируя полученное уравнение в классе 2pi–периодических функций с нулевым
средним, получаем явный вид функции V1. На отрезке [0, 2pi] она определяется фор-
мулой
V1(τ) =
(pi
2
− |τ − pi|
) pi
2T0
tg
api
2T0
.
Приравнивая коэффициенты при ω−1 и используя явное представление функции
V1(τ), получаем уравнение относительно V2(τ) вида
dV2
dτ
= g(τ). (9)
Условием разрешимости уравнения (9) в классе 2pi–периодических функций с нуле-
вым средним является равенство
1
2pi
2pi∫
0
g(s) ds = 0,
исходя из которого можно найти λ1(ω), явная формула которого слишком громозд-
ка, поэтому приведем здесь только действительную часть λ1(ω). Она является двух-
периодической знакопеременной функцией ω и представлена формулой
Reλ1(ω) = −A
{
F
(
ωh2
) [
B tg
api
2T0
+
pi
2
]
+ F
(
ωh1
) [
B tg
api
2T0
− pi
2
]}
. (10)
Здесь
A =
pi
8T 20
(
B2 +
pi2
4
)−1
tg
api
2T0
, B = 1 +
api
2T0
tg
api
2T0
,
F (x) — 2pi–периодическая функция и
F (x) =
{ −x(x− pi), 0 6 x 6 pi,
(x− pi)(x− 2pi), pi 6 x 6 2pi.
График функции F (x) на периоде изображен на рис. 1. А на рис. 2 примерный
вид функции Reλ1(ω).
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Рис. 1. F (x). Рис. 2. Reλ1(ω).
Выражение (10) позволяет исследовать задачу о поведении решений нелинейного
уравнения (1) с начальными условиями из некоторой достаточно малой окрестности
состояния равновесия u0 ≡ 1 в случае (7). Для рассмотренной задачи в окрестности
u0 имеется двумерное устойчивое локальное инвариантное интегральное многооб-
разие, на котором эта задача принимает вид обыкновенного дифференциального
уравнения для комплексной переменной ξ = ξ(t), характеризующей амплитуду от-
клонения решений от u0:
dξ
dt
= λξ + d|ξ|2ξ, (11)
где λ = λ1(ω)/ω +O(ω−2), а d – некоторая постоянная величина.
Сделав полярную замену в последнем уравнении ξ(t) = ρ(t) exp(iϕ(t)), получим
уравнение на ρ:
ρ˙ = Reλ ρ+ Re d ρ3,
состояниями равновесия которого являются ρ ≡ 0 и ρ ≡ (−Reλ/Re d)1/2, причем
последнее не всегда существует. Учитывая знакопеременность Reλ1(ω), можно сде-
лать вывод о том, что при ω →∞ в уравнении (11) (а следовательно, и в уравнении
(1)) происходит неограниченный процесс «рождения» из состояния равновесия и
«гибели» устойчивого цикла.
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Applying the Averaging Principle to a Logistic Equation with
Rapidly Oscillating Delay
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The problem about the local dynamics of the logistic equation with rapidly oscillat-
ing time-periodic piecewise constant coefficient of delay was considered. It was shown
that the averaged equation is a logistic equation with two delays. The criterion of equi-
librium point stability was obtained. Dynamical properties of the original equation was
considered provided that the critical case of equilibrium point stability problem was im-
plemented. It was found that an increase of delay coefficient oscillation frequency may
lead to an unlimited process of “birth” and “death” steady mode.
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